Integraciéon numérica
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1, INTRODUCCION

Muchos problemas de inter&s pr&ctico en ingenie-
rfa sfsmica se describen como problemas de valo-
res en la frontera y valores iniciales (ref 1),
Dada la comple]idad de estos problemas, su solu-
ci6n exacta es casi Imposible, por lo que general
mente se emplean soluciones aproximadas provenien
tes de la aplicacién de métodos numéricos. A con
tinuacién se trata solo 1a integracién numérica

en el dominio del tiempo.

Existe una variedad de métodos (ref 2) aplicables
a la integracién numérica de problemas en el domi_
nio del tiempo (superposicién modal, trasformada
de Fourier, métodos paso a paso,.etc); de todos
ellos, Yos paso a paso ofrecen la mayor flexiblili
dad en cuanto a los tipos de problemas que se pue
den analizar. La caracterfstica esencial de es-
tos métodos es que en cada paso de integracidn se
emplean los resultados obtenidos de pasos anterio
res, Diferentes tipos de problemas requieren en
general diferentes algoritmos de integracién.

Su seleccidén depende fundamentalmente de dos fac-
tores: aproximacién y esfuerzo computacional re-
querido. Aquf se presenta una nueva familia de
métodos paso a paso fundamentada en el método de
Galerkin (ref 3); su generalidad y sencillez pro-
porcionan al ingeniero una herram{enta de aproxi-~
macién poderosa y competitiva con los mé€todos
tradicionales, .
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2, METODO DE GALERKIN, (ref 3)

Toma su nombre del ingeniero ruso B, G. Galerkin
quien lo utilizé intensivamente en la solucién de
problemas de elasticidad. Para aplicar el método
a problemas de dinfmica estructural, se requiere
una solucién aproximada de la ecuacién de equili~-
brio dindmico, dada por

]

MO +cU+KU=P) (1)

donde M = matriz de masas, C = matriz de amortigua
miento, K = matriz de rigideces, P(t] = yector de
cargas y U = vector de desplazamientos, Los pun-
tos superiores representan derivacién con respec-

to al tiempo.

Las condiciones iniciales correspondientes a la

ec 1 son

U (o) =y

. L (2)

y (o) =y
°

donde U vy U = yectores conocidos.
o o

Sin perder generalidad, considérense las ecs 1 y 2

asociadas a un sistema de un grado de |ibertad, es

to es

mu+cd+ku=p(t) an
u (o) =u

. ° (21
u (o) = ug

Para esta ecuacién se propone una solucién
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aproximada de la forma dada por la expansién
\ :

wk = I b ¢, : GL

i=1

donde b; = coeficfentes desconocidos y ¢; = funcio
nes de interpolacién que satisfacen condiclones de

admisibilidad y completez (ref 3}.

La sustitucién en la ec 1! de la solucién aproxima
da dada por la ec 3 conduce a un error definido co

mo

€ =mut+cut+kuk - p(t) (4)
El método de Galerkin permite, una vez selecciona-
da una forma de solucién aproximada, encontrar los
coeficientes bi’ tales que el error € sea mfnimo.
Lo anterior se logra al ortogonalizar el error,
dado por la ec 4, con respecto a tantas funciones
de i{nterpolacién como coeficientes desconocidos

existen en el problema, esto es

h
58¢Jdt=0

o]

J=1,2,..., M (5)

donde h = longitud del intervalo de integracién y

M = ndmero de coeficientes desconocidos.

La aproximacién m&s simple aplicable a la ec 1 se

puede escribir como
. = 2 © L3
s =C +C t+C t°+C t (6)

Si se escogen como coordenadas generalizadas los
.

valores u, uy u definidos al principio del inter-
valo (conocidos) y el valor de la aceleracién al
final Uh (desconocido), de consideraciones puramen

te geométricas, la ec 6 se transforma en

. . Y ) 2 1
Ut = ug Ut g [; (1 -a)t F

2

(1-2a):-lj+iih[‘-at2+§- 6)]

O - 24) :’]

donde o = parfmetro que define la yariacién de la
aceleracién en el {ntepvalo O<t <h, fig1l. La
seleccidn de un valor adecuado de o debenderé del
tTpo de problema que se quiera resolver, ya que a
cada valor estarfn asociados un 1{mite de estabil{

dad y una aproximacién,

Ya que las condiciones al principio del intervalo

son conocidas, solo es necesario ortogonalizar el

residuo con respecto a una funcién de interpola-

cidn, por ejemplo, la asociada a la aceleracidn
al final del intervalo. Ademds, si se considera
que la carga, p {t), varfa linealmente en el inter

valo 0 <t <h, de la ec 5 se obtiene la relacién

[(-8ha2 + 8ho + B4) m + 35(1 + a) he +

(2602 + 30a + 10)h? k]uh .- [(8ha2 .

1260 + 21} m + (-3502 + 770 + 49} hc +
(-26a2 + 260, + 25) hzk]'do -[105 1+ (8)
20) ¢ + (1470 + 8h) hla 6 -

[]05 (1 + 20) k] ug * [63(1 + 2]] Py *

[1 L47a + 8‘0] P

Dada la flexibilidad del método de Galerkin para
aplicarse a cualquier ecuacién de tipo funcional,
un esquema alternativo al de la ec 8 se obtiene
al utilizar como ecuaci6n original una representa
cién integral de la ecuacién de movimiento qde
contiene las condiciones iniciales dadas por las

ecs 2 y 3.

La transformaci6n de la ec 1 a una ecuacién inte-
gral se fundamenta en la definici6n de la convolu

cién de dos funciones 6 (t) y E (t) dada por



t .
GHE = S 6 (1) E (£t -T) dT = E*G {9)
0 I : :
Ya que G*E = 0 implica que G =0 o E =0, La ver

sién integral de la ec 1' se puede escribir
tx mi+cli+ku=-p () =0 (10)

Se puede demostrar (ref 4) que la ec 10 finalmen-

te se transforma en

L]
mu+ ¢ utl + k ukt - En (u + tu)+
o o

Ctu,+ p*t) =0 (11)

qué es una ecuacién integral del tipo de Fredholim

(ref 2).

Si se escoge como solucién aproximada de la ec 11
la dada por la ec 7, la aplicacién del método de

Galerkin conduce al siguiente esquema.

[(374!«:2 + 43200 + 1440) m + 315 (1 +

z@2 ch + (296a% + 280a + 56) khZ] G, =

- ((-37%:12 + 37h40 + 3600) m + (~12600% +
9000, + 1125) ch + (-296a® + 1700 + 259)

kh2] Q, - [(806Aa + 5040 ¢ + (21600 +

1440) kh] Go - [(806'-»01 + 5040) g u_ +

[o]

(11760 - 3600} p, - [21600 + 1440} p,  (12)

Es importante hacer notar que las ecs 8 y 12 dan,
en cada caso, un valor de aceleracidn al final

del intervalo de utilidad en el cdlculo del despla
zamiento y de la velocidad correspondientes. Sin
embargo, esta aceleracibén no satisface el equili-
brio, por lo que es necesario calcular el valor
real de la aceleraci6n de la ec 1' evaluada en el

tiempo t = h.
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Las ecuaciones necesarias para el cdlculo del des-
plazamiento y la velocidad al final del intervalo,

se obtienen de la ec 7, y son

* (2-0) .. 2 (1+a) .. 2
uo=uo+ U h + = i h® + = i, h* (13)
o =u +34 h+2 W h , (14)
h o o} h

Nétese que las ecs 13 y 14 son equivalentes a las
originalmente propuestas por Newmark (ref 5) para
un valor Y = § y con ﬁh directamente obtenido de

la ec 1.

Dada la i{mportancia que tiene para la analista el
conocer el 1fmite de estabilidad de un método de
integracién se estudi6 la estabilidad de jos es-
quemas propuestos. Las figs 2 y 3 muestran la va
riaci6n del radio espectral de la matriz de am-

plificacién con la relacibén del intervalo de in-
tegracidn al periodo natural del sistema; valores

del radio espectral mayores que uno indican ines

tabilidad del método.

3. EJEMPLOS NUMERICOS

Para evaluar la aproximacidn y estabilidad de los
esquemas presentados en esta nota, se analizé la
ecuacidn de movimiento de un sistema de un grado de

libertad expresada como

U+2zou+wiu=0 (15)

donde w = frecuencia natural y r = fraccién de amor

tiguamiento critico.

Las condiciones iniciales escogidas fueron

u =0 (16)



58

b=wvY1-g? (17
La solucién exacta de la ec 15 con condiciones
iniciales dadas por las ecs 16 y 17 se escribe

como

-Twt
u =e St env 1 - 22 (18)

Debido a las caracterfisticas de amortiguamiento de
la ec 18, el error hereditario (efecto del error
acumulado en el paso anterior) resultante de la
aplicacién de los dos esquemas aqui presentados,
tiende a incrementarse con el tiempo. Por ello

el ejemplo escogido es un buen indicador de las
caracterfisticas de aproximacidon de los esquemas

de integracidn.

Las figs 4 y 5 ilustran la aproximacién que se ob-

tiene con los esquemas de las ecs 8 y 12, para el
T

valor de a = 0, un paso de integracidén h = 15

donde T es el periodo fundamental del sistema.

También, con fines de comparacidn se presentan
los resultados correspondientes al método Beta de

Newmark con B = % en la fig 6.

4, CONCLUSIONES

Se presentS una nueva familia de esquemas de inte
gracidn paso a paso aplicables a la ecuacidon de
equilibrio dindmico. En la derivacidén de los es-
quemas se exploraron dos alternativas de aplica-
cion del Método de Galerkin a la ecuacidn de equi

librio dindmico.

De la comparacidn de este método con el método
Beta de Newmark se encontrd que para una varia-
cién lineal de la aceleracidn, el esquema de Ga-

lerkin proporciona con un 17mite de estabilidad

parecido, una mejor aproximacién; esto no sucede
con el esquema de la ec 12, ya que en este caso pa
ra el intervalo de integracién considerado se tie-

nen problemas de estabilidad.

En los casos estudiados, no fue posible definir un
valor de o para estabilidad incondicional. Sin
embargo, resultados preliminares indican que si se
ortogonaliza el error con respecto a la funcién de
interpolacién asociada a la velocidad al inicio

del intervalo, la estabilidad del método mejora.

‘Por lo que, para definir esquemas con limites de

estabilidad menos estrictos resta investigar cué)
es el efecto de emplear en la ec 5 funciones de

peso aun no consideradas.
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Fig 1. Variacion de la aceleracion para @=0, 1/2
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Fig 2. Variacioh del radio espectral, metodo de Galerkin convencional
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Fig 3. Varlacion del radio espectral, metodo de Galerkin
con convolucion
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