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RESUMEN

Se discute la formulaciGn numérica para el problema de propagacidén de on-
das. Se presentan condiciones adecuadas para modelar dominios finitos me
diante fronteras ficticias. Del empleo de esta metodologia en problemas
de amplificacidn dindmica se deriva un modelo' numérico general. Se compa-
ran los resultados de un ejemplo numérico con resultados analltlcos dis-
ponibles.

INTRODUCCION

La formulacidn numérica de problemas de amplificacidn dindmica en depdsitos
de suelo sujetos a excitacidn sismica, generalmente restringe el dominio de
soluciones a una regidn limitada por fronteras ficticias. La representa-
cidn adecuada de la naturaleza seminfinita de estos depdsitos, mediante un
modelo de extensidn limitada, hace necesario definir en sus fronteras con-
diciones que eviten o minimicen la reflexidn artificial de ondas que inci-
den en ellas.

Por ejemplo, en las refs 3 y 6 se han definido condiciones de frontera que
permiten absorber o trasmitir ondas, en forma aproximada, que se propagan
hacia afuera de la regidn en estudio. También se han desarrollado condi-
ciones que permiten el paso libre, tanto de las ondas que inciden a la re-~
gién como de las que lo abandonan; a este tipo de condiciones se les ha
denominado "fronteras activas" (ref 1). Sin embargo, las fronteras activas
son solo otra aproximacidén del problema real, ya que en su formulacidn se
supone que en la frontera Ginicamente existen ondas planas que se propagan
en direccidén normal a la misma.

Los objetivos del presente trabajo son: a) Disefiar condiciones de frontera
que permitan de manera aproximada trasmitir ondas que se propaguen con di-
ferentes direcciones y b) Definir una metodologia general de utilidad en la
solucidn numérica de problemas de propagacidn de ondas sismicas en depdsi-
tos de suelo.

La formulacidn que se presenta es general ya que puede aplicarse a proble-
mas bi o tridimensionales; ademids, no existe la restriccidn de que la re-
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gidn en estudio sea un depdsito de suelo apoyado sobre una base infinita-
- . . o o - . .
mente rigida. La potencialidad de esta formulacidn se ilustra con un ejem
plo numérico.

FRONTERAS ACTIVAS

Por sencillez, se considera el problema de propagacidn unidimensional de
ondas de corte cuya ecuacidn de movimiento estd dada por

o%u, 1 3%u,
= ¢Y)
2 2 2
ox) C, at

donde u, = componente de desplazamiento normal a la direccidén de propaga-
cidn; x, = coordenada orientada en la direccidén de propagacidn; Cg = cele-
ridad de las ondas de corte y t = tiempo.

La solucidn general de la ec 1 puede escribirse como
u, = £, (x; - Cs t) + F, (x, +'Cs t) (2)

donde f, y F, son funciones cualesquiera diferenciables con respecto a sus
argumentos.

En la interpretacidn fisica de la ec 2, f, representa una perturbacién que
se propaga con velocidad Cg, en direccidn positiva del eje X, ¥y F, otra
andloga que se propaga en direccidn negativa (fig 1). Asi, si u, describe
el desplazamiento producido por un temblor en el punto x, = &, f, es la par
te de u, que se trasmite a la regidn X, > a (ondas incidentes) y F, la par-
te que abandona la regidn (ondas reflejadas).

Para este caso, se demuestra (ref 1) que la condicidn de frontera que se
obtiene estd dada por

t, = p C, (2, - u,) (3)

donde t, = esfuerzo externo a una frontera cuya normal es de sentido contra
rio al de propagacidn de las ondas incidentes; p = densidad de masa, y el
punto significa derivacidn con respecto al tiempo.

La formulacidn anterior puede generalizarse facilmente para ondas de cuerpo
del tipo compresional; en este caso, el-esfuerzo horizontal externo asocia-
do con una perturbacidn que viaja a lo largo del eje X,, Se expresa como

t, = p C, (2f; - u)) (4)
donde Cp = celeridad de ondas de compresidon; el subindice 1 indica que las

variables estadn asociadas al movimiento de particula en la direccidn del eje
x, (fig 1).
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Cuando el tren de ondas estd formado por ondas P, SV y SH, las condiciones
de esfuerzo para una frontera normal a la direccidn de propagacidn (eje xl)
se establecen como

t,=pC, (2%1 - Ll) (5)

t, =P Cs (2fi - ui); i=2,3 (6)

FRONTERAS ACTIVAS EFICIENTES

En un problema de propagacidn de ondas sismicas no es sencillo determinar
la direccidn con la cual estas inciden o se reflejan en una frontera dada.
Desde un punto de vista ingenieril existe una aproximacién para trasmitir
adecuadamente estas ondas; consiste en suponer que el frente tiene una di-
reccién de propagacifn normal a la frontera (ref 5).

En esta parte del trabajo se desarrolla una forma relativamente simple de
incluir, de manera eficiente, el dngulo de incidencia en la formulacidn de
las fronteras activas.

Considérese un tren de ondas planas P y SV que se propaga en direccidn del
eje xj (fig 2). Si se supone que las ondas P y SV tienen igual direccidn
de propagacidn, definida por el angulo 6, el estado de esfuerzos en una par
ticula ubicada en el frente de ondas, estd dado por

Oy =- P Cp (2f, - vuy)
- pC_ (2F, - u,) )

Opp = - P (Cp - 28 CS) (2f1 - ul)

12

donde 6&- = tensor de esfuerzos; s = Cs/Cp, y la 'testa' indica que las varia
bles estan referidas al sistema de ejes en el cual x] coincide con la direc

- - - -
cidn de propagacion.

La representacidn matricial de las ets 7 es

7 [ ' 7 [~ T
o, Cp 1O U,

JEzz>=‘D<H _;.0> J ? (8)
0,2 o ' cg U,

b = lee | o - o

siendo H = (Cp - 2s CS); U, = 2f, - u;; U, =2f, - u,

Los esfuerzos dados por la ec 8, se pueden expresar en sistema de ejes co-
ordenados x, y X, (fig 2) mediante las reglas de transformacidén para tenso
res y vectores (ref 5), lo cual conduce a la ec 9
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— — r\
O Cp cos’8 (Cp-ZCS)senecosze
(H+ 2Cg) sen?BcosH ' + H sen®6

— ——— — Sl - Sl r—_ — —— g ot e

< PY }="p (Cp"ZCs)Senzecose C.sen’f +

P 9
+ Hcos?6 (Hi—ZCS)senecosze \ > ( )
\012J (CP—H—CS)sen6c0526 (CP—H-Cs)éenzecose u,
+ Cg sen’® + Cg cos’@
- l — \ /
que en forma compacta se escribe como
o=A U (10)

donde g = vector de esfuerzos en el punto considerado, referido al sistema
de ejes x, ¥y X,; A = matriz que depende de ‘las propiedades del material y
del angulo de incidencia de las ondas,y U = vector de velocidades, definido
como

2f1 -u

Ul 1

U, 2f2 - u,

En la ec 10, los elementos de la matriz A se pueden aproximar por elementos
de una matriz A*, independientes del &ngulo 6, si para cada uno de los tér-
minos correspondientes de estas matrices se garantiza que

— A% i3
IAij Aijl < g, ¥i,j (1D

con
E = A - A%

donde € = tolerancia, A* = matriz de aproximaciones y E = matriz de errores.

De la fig 2 se observa que para una frontera vertical el intervalo de inci-
dencias de las ondas sismicas estd dado por - T/2 < 8 < w/2. Ademais,
como los elementos de E pueden tener cualquier signo algebraico, es conve-
niente elevarlos al cuadrado. Asi, el error cuadrdtico medio, Jij’ para el
intervalo de incidencias considerado, se define como

/2
Ji.=f/ Ei.(e)de; ¥i,j (12)
J -1/2 ]
En la medida en que los errores E;j sean minimos, la matriz A* se estard
aproximando de manera adecuada a la matriz A. Lo anterior se logra al mi-

nimizar Jij' lo cual se conoce con el nombre de método de minimos cuadrados.

Para fines de absorcidn, se sabe que la energia asociada a un frente de on-
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das es proporcional al coseno de su angulo de incidencia (ref 4). Esto se
puede incluir en la ec 1l de la siguiente manera

*
.. — AL, <
IAlJ Aljl cos B € (13)
Al sustituir esta {iltima expresidén en la ec 12, para una frontera vertical
se obtiene
/2 2 20
J.. = (A.. - A*.)® cos®6 d6 (14)
i /:wz ij ~ %43
Para que Jij sea minimo, entonces se deberd tener que
BJi-
J m
= [™2 3(a.. - A*. ) cos?0 48 = 0 (15)
OA% . -mw/2 e 1
i]

De la ec 15 se obtiene que

fﬂ/Z A.. cos?8 4o
A* -m/2 1]

ij i m/2 cos?6 d8
-m/2

Con lo anterior, las condiciones de absorcidn de frontera activa eficiente,
para una frontera vertical, se expresan como (ref 2)

(16)

, N 7 N
) L (Shaoa9! o o, - £)
n Cs s | 1 1
8G |
¢ P T T T T > an
15w | . .
t_|absorcidn 0 — (3 + 2s8) (u,-£,)
t C 2 2
\ \ L G VAN /
donde t_ = esfuerzo de absorcidn normal a la frontera y t, = esfuerzo
tangencial.

Para una frontera horizontal, al integrar de 0 a m (dominio de absorcidn) y
pesando por sen?6 los elementos de la matriz A, se obtiene que

RN N e N
tt (-él— (—2—+ 2 - 2s) } 0 ((uz' f,)
' 8G s i
< & o 157 < -=—1-———-?< . . F (18
t absorciodn 0 l o (2s + 3) (ul-fl)
\ / \ b8 )\ /

Para admitir eficientemente ondas que inciden a una frontera ficticia se
parte de la ec 10, que en este caso se escribe de la siguiente forma

g incidente Af (19)
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aqul también debe cumplirse que
A.. - A¥Y| < ¢
1] 1]

donde A** es una matriz independiente del angulo de incidencia.

Para encontrar la matriz A** se usa el mismo criterio que condujo a la ec
14. Si la localizacidn de la fuente excitadora es la indicada en la fig 2,
se obtiene, para una frontera vertical que

AFY == /2 A d8 (20)
J -m/2 J
y la condicidn de esfuerzos en esta frontera es (ref 2)
N 4 N 7 o N
£ = (2 +2-20) | 0 £
4G s s |
$=.—-< —_——— e < > (21)
3m I ) .
t 0 — (2 + 2s) f
t C 2
J \ I ©s 7 \\ )

Para una frontera horizontal con intervalo de incidencias dado por
0 <6 < 7/2, se tiene que

= [T2 0, 4 (22)
i o i

de donde resulta que

7 N\ /7 1 1 .
£ 1 oos+1y L o@s-2) £
£ o | T c. 2
R @
- 3 .
£ Cl (2s - 2) -Cl- (% —25+2) £
\ / \ S s

Por otra parte, si solo existen ondas SH que se propagan en la direccidn
x;,el estado de esfuerzos en el frente de onda esta dado por

0,3 = cos 6'513
= (24)
O,y = sen 0 0,
donde
O3 == P CS(Zf3 - u,)

Al aplicar los planteamientos que hacen eficiente una frontera activa, de
manera andloga al caso de ondas P y SV, se obtiene que la condicidn de fron
tera activa para absorber energia asociada con las ondas sismicas, se expre-
sa como
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t, = —— (u, - £,) (25)

Si se sigue el desarrollo mencionado, se puede demostrar que la ec 25 es
valida tanto para una frontera vertical como para una horizontal.

De manera similar, se obtiene que las condiciones para admitir las ondas
que originan un campo de velocidades y que inciden en la frontera activa,
se representan de manera eficiente como

4G .
te admisidn £,
3w Cq

(26)

En este caso se puede demostrar que la ec 26 también es valida para cuales
quiera de las dos orientaciones de la frontera.

La extensidén de la formulacidén de las fronteras activas a otros tipos de
ondas sismicas, se puede hacer siguiendo los mismos planteamientos. Asi,
especificamente para ondas de Rayleigh, los esfuerzos asociados con una
frontera vertical estan dados por

t =apcC U1
- P (27)
t, = b p Cs U2
donde a y b son coeficientes que dependen de la frecuencia de excitacidén y
de la profundidad del punto considerado.

Por otra parte, tambi&n es posible definir de manera aproximada condiciones

de frontera activa para problemas donde el material tenga un comportamiento

viscoeldastico. Si se tiene especificamente un s8lido de Kelvin, definido

por los pardmetros G y N la ecuacifén de equilibrio dindmico esta dada por
3%u 924 3%u

+n—=p — (28) ,

ax2 ox? ot?

G

La velocidad aparente para un sdlido de Kelvin se expresa como

G n 5
C = +
o o ot
o bien
n 5
cx = C_ 1 + — (29)
G ot

Ya que en los materiales geoldgicos N << G,de la expansidn en serie de la
ec 29 es posible despreciar términos de orden superior, lo que .conduce a
1 n 9
C; = CS (1 + ) (30)
2 G Jt




Si se sustituye la ec 30 en la ec 4, resulta que el esfuerzo externo aso-
ciado con una onda de corte que se propaga en direccidn horizontal es

. 1 p .
t,=p CS Uu,+ —n — U, (31)
2 G
La generalizacidn de la ec 31 al caso de ondas compresionales sigue el mis-
mo razonamiento empleado para un material elastico lineal.

MODELO NUMERICO GENERAL

La discrepancia entre soluciones analiticas y numéricas del tipo de elemen-
tos finitos o diferencias finitas, es comUnmente atribuible a condiciones
impuestas en fronteras ficticias que limitan la extensidn del modelo. Las

condiciones que se presentan en los capitulos anteriores conducen a resulta

dos satisfactorios (ref 2); sin embargo, su aplicacién directa a problemas
de amplificacidn dindmica desprecia informacidn que generalmente minimiza
la diferencia mencionada.

La ecuacidn de equilibrio dinamico, para un medio eladstico lineal, que. re-
sulta de la discretizacidn con elementos finitos y del uso de condiciones
de fronteras activas (ref 1), se escribe

.+ _

MV+K Y C d v~ Cab Y (32)
donde M y K son las matrices de rigideces y de masas del sistema, V el vec-
tor de desplazamientos, C y C matrices de amortiguamiento viscoso que
se obtienen de la inclusidh de ias condiciones de frontera del tipo dado
por las ecs 21, 23 y 17, 18, respectivamente, y y y- son vectores de velo-
cidades en la frontera ficticia asociados con ondas que inciden al modelo y
con ondas que lo abandonan, respectivamente.

En primer lugar, se considera que en la regidn de estudio no existen irregu

laridades topogridficas, por lo que siempre es posible encontrar la solucipn

analitica a este problema, la cual se denomina solucidn de campo libre o so

lucidén no perturbada. Si no hubiera perturbacidén, esta seria la solucidn
del problema en las fronteras ficticias. Desafortunadamente, este no es el
caso ya que existe una perturbacidn originada por la topografia irregular
que no se ha considerado en esta solucidn. Esto es, al vector YCLdebe ana-
dirse un exceso V’ del cual no se conocen sus caracteristicas. Una manera
de lograr la absorc1on es utilizar condiciones de frontera dadas por las
ecs 17 y 18 con lo que la ec 32 se transforma en:

oe .+ .— .
MV+KV=C,4V - Cab Yq_ Cet YE (33)

donde Cof es la matriz de amortiguamiento resultante de las condiciones da-
das por las ecs 17 y 18.

Obsérvese que el vector VE se puede escrlblr como
v V - V (34)

~E ~ ~q‘

* Solucidon de campo 1ibre
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La ecuacidn de equilibrio din&mico del modelo general resulta:
MV +C KV=c, Vv -c, V+C v (35)

ad ~ b ~G 9,

EJEMPLOS NUMERICOS

g .

ef

Con objeto de mostrar la aproximacidn obtenida al emplear la ec 35, se es-—
tudié la amplificacidn dindmica, en la superficie de un valle de aluvidn se
micilindrico (fig 3), de ondas incidentes planas SH. La fig 4 muestra la
aproximacidn de los resultados numéricos cuando se comparan con los anali-
ticos correspondientes obtenidos por Trifunac (ref 7).

CONCLUSIONES

Ya que la hipdtesis fundamental de este trabajo es considerar la existencia
de ondas planas inicamente, los resultados obtenidos son tan solo una aproxi
macidn del problema original. Sin embargo, el hecho de que la absorcidn se
aplique solo al exceso de campo libre conduce a resultados que, como los mos
trados en la fig 4, son bastante cercanos a sus soluciones analiticas. La
adaptacion de la formulacidn dada por la ec 35 a programas de c@lculo exis-
tentes es directa ya que solo se necesita redefinir la matriz de amortigua-—
miento y el vector de cargas del sistema, los que son facilmente calculables.

Notese que en la aplicacidn de esta formulacidn no es necesario definir una

bdse rigida y que ademids admite cualquier variacidn espacial de la excita-
- -

cidn.
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