FORMULACION DE ELEMENTOS VIGA-COLUMNA CON
DISCONTINUIDADES EMBEBIDAS PARA MODELAR DANO EN
ELEMENTOS PRISMATICOS DE CONCRETO REFORZADO

RESUMEN

Se formulan elementos finitos viga-columna con discontinuidades interiores para modelar el
desarrollo de articulaciones. En estos elementos, el dafo se modela como el desarrollo de rétulas,
dislocaciones transversales y discontinuidades axiales. Estos elementos finitos utilizan modelos
constitutivos para considerar la capacidad de momento, fuerza cortante y fuerza axial, basados en la
mecanica del dafo y en pruebas experimentales reportadas en la literatura, las cuales incluyen el
comportamiento constitutivo del concreto con acero de refuerzo. Para mostrar la capacidad de modelar el
dafio de los elementos finitos desarrollados, se presentan ejemplos numéricos de vigas y marcos de concreto
reforzados sujetos a cargas que inducen dafio. En estos ejemplos numéricos las curvas de la carga contra el
desplazamiento calculadas son congruentes con las reportadas en la literatura.
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ABSTRACT

Frame elements with embedded discontinuities to model the development of hinges are formulated.
In these elements, damage is modelled as the development of hinges, transversal dislocations and axial
discontinuities. These elements use constitutive models to include the capacity of the moment, shear force
and axial force, based on the damage mechanics and experimental tests reported in the literature, which
include the constitutive behaviour of concrete with steel reinforcement bars. To show the ability of the
formulated finite elements with embedded discontinuities for modelling damage, numerical examples of
reinforced concrete structural beams and frames under loads, which induce damage. In these numerical
examples, the load-displacement curves are in agreement with those reported in the literature.
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1 INTRODUCCION

Una estructura presenta dafio incipiente cuando las acciones de fuerza que actian sobre ella producen
que los materiales alcancen sus valores umbrales de resistencia. El incremento o acumulacion de dafio en
los materiales puede producir el colapso de las estructuras. El dafio puede ocurrir cuando se presenta
inestabilidad elastica (pandeo), excesiva deformacion plastica (fluencia generalizada), fatiga (cargas
ciclicas), corrosion, fractura, etc. El estudio del inicio del dafio y la evolucién al colapso de estructuras es



de importancia para conocer la carga ultima o la capacidad residual, lo cual depende del comportamiento
constitutivo de los materiales, asi como de las acciones de fuerza que actiian en las estructuras.

En estructuras como los edificios, sus elementos estructurales pueden ser afectados por cargas o por
acciones externas tales como: sismos, explosiones, colapso de estructuras vecinas, actividades de
construccion, etc. El método de los elementos finitos es el método numérico mas utilizado para estudiar el
inicio del dafio y la evolucion al colapso de estructuras, en el que los elementos estructurales se discretizan
con elementos solidos o viga-columna. A estos elementos se les asignan los comportamientos constitutivos
de los materiales, que pueden incluir comportamientos no lineales. Para el caso en que las estructuras se
discretizan con elementos viga-columna, Baker y Hyman (1969) modelaron el dafio en elementos viga-
columna como articulaciones plasticas, utilizando modelos constitutivos momento-curvatura elastoplasticos
o con una pendiente reducida, esta aproximacion no consideran el ablandamiento que se presenta después
de alcanzar la carga ultima. Otra aproximacion fue desarrollados por Ehrlich y Armero (2004), quienes
formularon elementos finitos tipo viga de Timoshenko con discontinuidades embebidas, los cuales tienen
la capacidad de modelar discontinuidades de rotacion (articulacion) y desplazamiento transversal
(desgarramiento); sin embargo, estos elementos requieren de funciones definidas como operadores de
deformacidén para mejorar la solucion. La formulacién de estos elementos proporcionan matrices de
rigideces asimétricas que pueden presentan dificultades numéricas en el proceso de calculo. Posteriormente,
Armero y Ehrlich (2006) desarrollaron un elemento finito con discontinuidades embebidas con base en la
teoria de vigas de Euler-Bernoulli, el cual s6lo considera la discontinuidad de rotacion. Dujc et al. (2010)
desarrollaron un modelo multi-escala para el estudio de discontinuidades interiores axiales y rotacionales,
en el cual utilizaron elementos sélidos en 2D para la micro-escala y elementos vigas Euler-Bernoulli para
la macro-escala. Juarez y Ayala (2012) desarrollaron unas formulaciones para vigas gruesas y delgadas con
discontinuidades embebidas con base en funcionales de energia, cuyas aproximaciones con elementos
finitos proporcionan matrices simétricas, bien condicionadas, las cuales fueron validadas con ejemplos
reportados en la literatura. Estos autores desarrollaron una formulacion de modelos constitutivos por flexion
y cortante, considerando que existe ablandamiento después de alcanzar un valor umbral. Jukic et al. (2013)
formularon un elemento finito con discontinuidades interiores basado en la teoria de Euler-Bernoulli que
so0lo modela la discontinuidad de la rotaciéon. El comportamiento constitutivo del momento contra la
curvatura para las vigas de concreto reforzado es semejante al desarrollado por Dujc et al. (2010), en el que
ocurre ablandamiento posterior al intervalo plastico. Jukic (2013) desarrolld un elemento finito que
considera la no-linealidad axial en vigas tipo Euler-Bernoulli y Timoshenko, mediante una seccion de viga
discretizada en fibras, a las que se les asigna un comportamiento constitutivo esfuerzo-deformacion. Estas
fibras son esforzadas axialmente en la seccion transversal de la viga debido a fuerzas producidas por la
accion de los momentos flexionantes.

En este trabajo se desarrolla un elemento viga-columna delgado, con base en la teoria de Euler-
Bernoulli, que tiene la capacidad de modelar discontinuidades en la rotacion y en el desplazamiento axial y
otro elemento grueso, con base en la teoria de Timoshenko, que ademas es capaz de modelar la
discontinuidad del desplazamiento transversal. Estos elementos finitos se formulan a partir de funcionales
de energia de barras y vigas, respectivamente. A diferencia de los trabajos de Juarez (2006) y Juarez y Ayala
(2012) que obtienen las matrices de rigideces independientes de los elementos barras y los elementos vigas
con discontinuidades interiores, en este trabajo las matrices de rigideces se acoplan para tener los elementos
viga-columna, los cuales tiene la capacidad de desarrollar discontinuidad en los desplazamientos axiales, en



la rotacién y en los desplazamientos transversales. Se presentan ejemplos de aplicacion numérica que
muestran la capacidad de estos elementos para modelar el proceso de falla en estructuras.

2 FORMULACION DE ELEMENTOS VIGA-COLUMNA CON
DISCONTINUIDADES INTERIORES

2.1 Elemento barra con discontinuidades interiores

Sea una barra con longitud L, seccion transversal 4 y modulo elastico £, como se muestra en la Figura
la, la cual se somete a carga axial, f, hasta que ocurre una concentracion de deformaciones en la zona S,
donde se presenta una discontinuidad o salto en el desplazamiento axial, [[u]], por lo que el domino de la
barra Q C [0,L], queda dividido por la discontinuidad S, tal que Q= Q+ Q"

| L |
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/i & g ® /5
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®
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Figura 1 Elemento barra: a) con discontinuidad interior y b) discretizacion con un elemento finito.

El funcional de energia del elemento barra con discontinuidad axial es (Juarez 2006):

11 [4]) = 07 @ i1+ [ 7 [l ] 0

donde u es el desplazamiento axial, w(z) = ja(g)dg es la densidad de energia de deformacion, b es
0

la fuerza de cuerpo, fiu; es el trabajo externo debido a las cargas concentradas, y .[OD“H T -[Ju|]d[|u]] es el

trabajo en la discontinuidad debida a las tracciones, 7.

La aproximacion con elementos finitos del desplazamiento, u(x), con discontinuidad embebida, [|u|],
de este elemento barra es:

u(x) = N(x)d + M, (x)[|u ] 2)



donde d son los desplazamientos en los nodos de extremos del elemento y [|u|] es el salto de
desplazamiento axial en el nodo interno, como se muestra en la Figura 1b. En la ec. (2), N(x) contiene las
funciones de forma estandar definidas como:

Nx)=[N,(x) N,(x)]

X, =X

_ 3
N](x): Al ( )

aNz(x):

La funcion Mi(x), mostrada en la Figura 2, que aproxima el salto de desplazamiento se define como
(Oliver 1996):

M (x) = H(x) - p(x) “)

en la que Hy(x) es la funcion salto de Heaviside y @(x) es una funcidn continua tal que:
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Figura 2 Representacion grafica de la funcion Ms.

Es de interés mencionar que la ubicacion de la discontinuidad en S en la Figura 2, s6lo indica que esta
dentro del elemento, pero no necesariamente en el centro. Estos elementos, llamados con discontinuidades

embebidas, tienen las discontinuidades [|u|], [|0]], [[w|] (saltos) embebidos y distribuidos en el elemento
mediante la funcion M; de la ec. (4).

Las deformaciones continuas se aproximan como:

£(x)=B(x)-d+B.(x)-[|u] (6)

donde las derivadas de las funciones de forma definidas en las ecs. (3) y (4), respectivamente, son:
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B(x) =%[—1 1]

(7
B. (x)= —%
Sustituyendo las ecs. (2) y (6) en la ec. (1), se obtiene:
H(d’[ u|)) = g_£|:C(dTBT + |:|u|:|T Bg) . (Bd + B, |:|u|]) -b- (dTNT (x)+ UMHT NT ):| 4O
(®)

(w2 (T (]

Para extremizar el funcional de la ec. (8), éste se deriva respecto a d y [|u|] e iguala respectivamente
a cero, obteniéndose dos ecuaciones que posteriormente se linealizan con series de Taylor tal que:

[B"CB-av [B"CB. -av
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Sustituyendo los términos de la ec. (7) en la ec. (9) se obtiene la matriz de rigideces de una barra con
discontinuidad axial siguiente:
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donde Cy =0l / a““'] es el operador constitutivo tangente en la discontinuidad axial. El vector de

fuerzas residuales en los nodos y en la discontinuidad, para cada paso de carga n se define, respectivamente,
como:
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2.2 Viga delgada con discontinuidades interiores

Se consideran como vigas delgadas aquellas cuya relacion peralte, 4, entre longitud L, sea 4/L<0.2,
de otra forma se consideraran como vigas gruesas. En la Figura 3 se muestra una viga delgada sujeta a una
carga distribuida ¢g(x), momento M y fuerzas transversales /" en sus extremos. La viga tiene una la longitud,
L, momento de inercia, /, y modulo elastico, E. En las vigas delgadas s6lo pueden ocurrir articulaciones
debidas a discontinuidades en el campo de las rotaciones [|0]].

\ Localizacion de
A/[S ) falla

Figura 3 Elemento viga delgada con discontinuidad en rotacion.

El funcional de energia, desarrollado por Juarez y Ayala (2012), para la viga delgada con
discontinuidades es:

H(W,UQH) = L (y/M (E”’ ) —q(x)- w) dx + L w''s (Déﬂ)ds -M" .6?|r -V 'er (13)

donde ¥/ corresponde a la densidad de energia a flexion, dependiente de la curvatura continua, X ,
como se muestra en la Figura 4a. La densidad de energia de deformacion, y**, liberada debido a la formacion
de una articulacion depende de [|0]], como se muestra en la Figura 4b. Los momentos y los cortantes
prescritos en los extremos son, respectivamente, My V. La ec. (13) se reescribe como:

Mowf|6]]) = Ll[a%v(x) _ 6¢<X>[I9I]} E{azw(x) _2plel]

20 o’ ox P ox }dx—L q(x)W(x)dx+J'SM[|9|]ds
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Figura 4 Densidad de energia de deformacion en: a) en la parte continua de la viga y b) en la zona
de localizacion (tomada de Juarez y Ayala 2012).

Los desplazamientos transversales regulares, w(x), se interpolan como:

w(x)=N(x)d (15)

donde d es el vector de desplazamientos en los nodos y N(x) son las funciones de forma, que en el
caso de vigas delgadas.

N, =%(2x3 =31 + L), N, =%<X3L—2x2 -2 +Lx), N, =%(3sz ~2x*), N, =i(Lx3 -I¥)  (16)

L3

Sustituyendo la ec. (15) en la ec. (14) se obtiene:

e[ evwa dew[e]] [N se[|6]]
l_[(d,UHH) B IO 2 ox? Ox El ox? Oox dx (17)

LN g+ | IO[WM [6[]a[6]]ds -m" - Nx)d| -v"-N(xd],

La funcién ¢(x) esta dada por:

X
o) =7 (18)

Con las derivadas de las funciones de forma definidas en las ecs. (16) y (18), se determinan B(x) y
Bc(x), respectivamente, como:

_62N(x)_i _ A7 A2 _6_(0_1
B(x) = 7 =T [12x—6L 6xL-4L -12x+6L 6xL-2L"], B.(x) = "7 (19)
Sustituyendo las ec. (19) en la ec. (17) se obtiene:
1. [j6]) = K%[B(x)d ~B.[|6[]] E1[Bx)d - B ([ |6[]]dx - j: d" N (x)q(x)dx o0

o[ 0 ([Je))aJol)ds - N (o) -

—d"Nx)" -V,
r

Para extremizar el funcional de la ec. (20), éste se deriva respecto a d y [|0]], respectivamente.
Posteriormente estas dos ecuaciones no lineales se igualan a cero, las cuales se linealizan con series de
Taylor, tal que:



j: B(x)" EIB(x)Ad - dx — j: B(x)' EIB.(0)A[|6]]-dx + j: B(x) o(B(x)d - B.(0)[|0]])-dx~F, =0

ext

21
j: B, EIB(x)Ad - dx - j: B.EIB(x)A[|0]]+ j: B (x)o (B()d ~ B.(x)[[6] | Jax+ M ([0]) + 1C; A[]6] ] =0

donde C, = 6MU ] /8[|¢9|:| es el operador constitutivo tangente del momento contra el salto de rotacion,

los dos primeros términos de cada expresion representan las rigideces del elemento, los términos restantes
representas los residuos de fuerzas y momentos. Organizando los términos de la ec. (21) en una matriz y
vectores se tiene:

[ B EBydx [ B(x)" EIB.dx { Ad } { f}
= (22)

B, EIB(x)dx jOLBCTEIBCdHC[ salal] Ls

Sustituyendo la ec. (19) en la ec. (22) e integrando, se obtiene la matriz de rigideces del elemento
viga delgada con discontinuidad en la rotacion:
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r r r L AD
6EI  2EI  G6El 4El EI ’ "
I2 T I? L T A|:|0|:| mg
0 £l 0 _E E+IC,,T
i L L |

donde los términos del vector de los residuos para cada incremento, 7, de desplazamiento o carga son:

L1 LT 12 6L -12 6L 7w 0
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2.3 Viga gruesa con discontinuidades interiores

En vigas gruesas, el desplazamiento transversal, w, y los giros & son independientes, por lo que este
elemento puede presentar discontinuidades en el desplazamiento transversal, [|w|], y en la rotacion, [|6]],
como se muestra en la Figura 5. Sus propiedades mecanicas y geométricas son: el modulo elastico E,
momento de inercia /, longitud L y seccidn transversal de area efectiva a cortante As.

falla
MS TVS

Figura 5 Elemento viga gruesa con discontinuidad en desplazamiento transversal y rotacion.

El funcional de energia del elemento viga gruesa con discontinuidades, desarrollado por Juarez y
Ayala (2012), es:

T, o, T,
[T (w0 wilfle]) = Iz | 3| 82| £1192 +;[%;V—5} a[%}vf—é}qw dr M s ([1])dT + [ Vs ([l])dT (26)

en la que Vs y Ms son respectivamente el cortante y momento en la zona de la discontinuidad, Wy € son los
desplazamientos y rotaciones continuas que se aproximan respectivamente como:

0(x) = 0(x)—p(x) [ |6] ], W(x) =w(x)—p(x)-[ ] ] 27)

Puesto que los campos de rotacion y desplazamientos son independientes, éstos se aproximan

respectivamente como:

O(x)=N,(x)-0, w(x)=N, (x)w (28)

Sustituyendo la ec. (28) en la ec. (27) y posteriormente en la ec. (26), se tiene:



(0 o]} 1) = | [( () 0ol “9”)} e e

ox ox

+L’;|:6(N (x)-w-o(x U H ( (x)-0-p(x Del])}f r(N (x)-w=-0(x) [IWH ( H(X),g_(p(x).[lgl]) & (29)

ox ox

+f,  ([lel])ar+ [ v [w([[wf])ar

El término a=A4,G, es la rigidez a cortante, en la que A, es el area efectiva a cortante y G, es el modulo
de rigidez a cortante. Las funciones Ny ¢(x), asi como las matrices By B¢ se definen respectivamente como:

N, =N, =[N, N,J.B,=B,=B=2Y, N=ET% N -
L L -

ox

b 1 -1
=—, B=—|-1 1|, B. =—
p(x)=2, B=1[-1 1], B ==

Para obtener un valor extremo del funcional, la ec. (29) se deriva respecto a cada variable
independiente y se iguala respectivamente a cero, obteniéndose cuatro ecuaciones que posteriormente se
linealizan con series de Taylor, tal que:

[ B aBAw-dx~ [ B aB.[|aw]]-dx~ [ B aNAO-dx+ [ B apa[]0]dx

€2))
+f " B" [ Bw-B.[|w[]-N,0+B.[|0]]]dx - F,, =0
—I:NTaBAw~dx+[ [ NTan dxv+ J.OLBTEIB-dx}A9+ [ NTaB.A[n] )
—[ [/ N apx+ .[OLBTEIBCdx}ADHH ~ [ 8" (Bo-B.[J6]])- [ N (Bw— B [|wl]- NO+g[|6]pdx =0
~[ B aBAw-dx+ [ B aBA[|w|]-dv+ [ B.aNaO-[ B apA[|o]]dx &)

[ 8. (Bw—B[|]]-No+ o[ [6])ax + [ ¥s ([|w] [ wf] + A,CIA[w]]= 0

[0 aBaw-dx—[" o' aBA[|w]]- UOL B.EIB-dx+ | ¢'aN- dx} AO
J{j: B EB.dx+ | o' agp- dx} a[lol]- [ B." (Bo-B[|0])ix+ [ o" [ Bw-B.[|w]]-No+p][l6]Jax (34

L}[\euM ([oT)a [J6]]+1c;allol]=0

Sustituyendo los términos de la ec. (30) en las ecs. (31) a (34), obtiene la matriz de rigideces del
elemento viga gruesa con discontinuidad interior siguiente:
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a 2 z e @ e
L L 2 2 L 2
e e a e _e z Aw )" g0
L L 2 2 L 2 !
a @ Fl ol _F al a  E_al wel A
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2 2 L 6 L 3 2 L 3 [w] I
a a a a r a o m
g 2 z & Ziuc - 16|
L L 2 2 T AsTs 2 Lol ’
e ¢ H ol EH oL o E oL o
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/2 Fon a a |(w a a a |6 a
L L 2 2 2 2
a « (aLJrEIj (aL Elj T a al
- = (n-1) -+t — (n-1 —— —_
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s L L||w 26, L 2 ] (36)

T 5

donde C! =6V([|wﬂ)/a[|vxﬂ y Cf =M ([|6’|])/ 0[|6]] son respectivamente los operadores tangente

en el salto del desplazamiento transversal y rotacional.

—
E =
\_ﬂ,_%
L
L
/N
-2
|
~| &=
N
e
AR
~| &=

I L

2.4 Agrupamiento de los elementos barra y viga con discontinuidades interiores

Los elementos viga-columna con discontinuidades interiores se obtienen agrupando los grados de
libertad (GDL) del elemento barra con el de las vigas. En el caso del elemento viga-columna delgada tienen
ocho GDL, como se muestra en la Figura 6a, en la que los GDL 7 y 8 corresponden respectivamente a los
saltos [[u|] v [|8]]. Por otra parte, la viga-columna gruesa tienen nueve GDL, como se muestra en la Figura
6b, en la que los GDL 7, 8 y 9 corresponden respectivamente a los saltos [[ul], [[w|] y [|0]].
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Figura 6 GDL en elementos viga-columna con discontinuidad: a) delgadas y b) gruesas.

Los términos de la matriz del elemento finito barra de la ec. (10) se agrupan respectivamente con los
elementos viga delgada de la ec. (23) y con los de la viga gruesa de la ec. (35), tal que se tienen los elementos
viga-columna con discontinuidad interior delgada y gruesa, respectivamente:
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Es importante mencionar que las acciones axiales son independientes de las rotaciones o

desplazamientos transversales en las ecs. (37) y (38).

2.5 Condensacion estatica

Las ecs. (37) y (38) se pueden expresar como:

[ Kee Ke[\f_ﬂ :l { Ade }_{ Fn }
Kige Kppnn | 1AL [y

(39)

donde Kee, Kefej, Kiefles ¥ Kipepey son las submatrices asociadas a los GDL, incluyendo la
discontinuidad del elemento. F,, y Ry son los vectores de fuerzas y momentos nodales, respectivamente.

Ad, son los desplazamientos en los nodos y A[le|] los saltos en la discontinuidad.

La ec. (39) se puede reescribir de acuerdo con Tena-Colunga (2007), como:

F,=KeoM, +K g CﬂA“eH

Rygy = Kgee + KA lel]

Despejando A[|e|] de la ec. (41) se obtiene:

Allel]= KR = Kl KipeMe

sustituyendo la ec. (42) en la ec. (40) se tiene:

,1 _ — 71
[K ce = K eren K iugenKgege } [ad,]= [Fn KX gnen B }

que s representa Ccomo:

la matriz condensada de rigideces, Ka, se define de la ec. (43) como:

K

(K] =] Kee = Kepo Kiipo Kpae

[e]

y el vector condensado de las fuerzas residuales R * es:
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(45)



7 -1
(R )= £~ KoaKiaRia (46)

Las matrices de los elementos viga-columna con discontinuidades interiores delgada y gruesa
definidas respectivamente en las ecs. (37) y (38) se pueden condensar estaticamente como la ec. (43), de tal
manera que s6lo queden activos los GDL de los extremos del elemento, y los GDL de los saltos queden
condensados con base en las ecs. (44) a (46).

3 MODELOS CONSTITUTIVOS

Los modelos constitutivos de dafio se utilizan para representar el comportamiento idealizado de los
materiales en sus intervalos elastico y no lineal, después de alcanzar una superficie de falla, en el que las
propiedades mecanicas del material se degradan. El modelo de dafio se clasifica como continuo cuando la
degradacion del material se distribuye en todo el volumen del elemento finito. Por el contrario, en los
modelos de dafio discreto la degradacion del material se localiza en una zona de espesor cero dentro de los
elementos. Los modelos constitutivos de dafio continuos se formulan respecto a las fuerzas o los esfuerzos
contra los desplazamientos o las deformaciones, pero los modelos de dafio discreto se formulan respecto a
las fuerzas o los esfuerzos contra los saltos, como se muestran respectivamente en la Figura 7.

F F
Byl F,

};I(l —0)C

) Ly %0

Figura 7 Modelo de dafio: a) continuo b) discreto.

El modelo de dafo isotropico para elementos viga formulado por Judrez y Ayala (2012) se define
como:
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Densidad de energia libre w(x,r)= (1 - d(”))l//o

Ecuacién constitutiva F= % =(1-d)C: y
X
Variable de dafio d(r)=1 71; de [O,l]; qe [O,ro]
r
re [ro,oo] (47)
Evolucion de dafio Ty =7 F,
1) r o = f
e|0,7,
Criterio de dafio f(r,v,q) =7, —q=F: C":F-gq {q [ 0]
9‘1:0: N
Regla de ablandamiento G=H"'(r)i; H'(r)=q'(r)<0
Condicién de carga o descarga f(q)<0; y20; yf(r:,9)=0
Consistencia 7f (7,9)=0

donde ¥es la densidad de energia libre, representada por el area bajo la curva del modelo constitutivo,
y representa el vector de desplazamientos, C son las constantes elasticas, /' el vector de fuerzas, d es la
variable de dafio que depende de la variable de ablandamiento ¢, H es el parametro de ablandamiento, y es

el multiplicador de dafio que determina la condicion de carga o descarga y r es la variable de estado. La
funcion f{'zr,q) limita la superficie de falla del material, en el espacio de fuerzas.

El modelo de dafio discreto para elementos viga es:

Energia libre discreta V/(Uuu,&) =(l-o)y, ([|u|]), 7 ([|u|]) = JODUHT(Uuu)dDuH
_ow([J-].2)

Ecuacion constitutiva F=—="—"=(1-0)C| 4
o e
Variable de dafio o= 1—%; we[o,1] 48)
Ley de evolucién del dafio a=2= %(&); a e(0,)
Criterio de dafio f(T.9)=1,-q; 7, = ||F||(C)_1 = ./F[C]fl F
Regla de ablandamiento g(@)=Ha; H=g'(@)<0
Condicién de carga-descarga <0, 220, 1f=0
Consistencia Zf =0

donde w es la variable de dafio definida en términos de la variable de ablandamiento. El resto de las
variables se definen de igual forma que las del modelo de dafo continuo pero con el término discreto, e.g.,
Hesel parametro de ablandamiento discreto.

La razén de cambio de fuerzas entre los desplazamientos se define como un operador constitutivo
tangente de un modelo continuo, C’, y la razén de cambio de fuerzas entre los saltos de desplazamientos
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corresponde al operador constitutivo discreto del modelo discreto Cf , como se definen, respectivamente,

en las ecuaciones siguientes:

oF oF
cr2F or_ OF (49)
o’ oflxl]

Cuando un elemento se encuentra en la condicion de carga, en intervalo no lineal, los operadores
constitutivos tangentes se calculan con la ec. (50), y para el intervalo elastico o condicion de descarga, con
laec. (51).

A(c:y@y:0), ) =(1-0)c- 122 (¢ [luf]®[]-€) (50)

" =(1-d)c-4=
( ) r &3

c"=(-d)c, cj=(1-w)C (51)

Los elementos viga-columna requieren de modelos constitutivos continuos con variables de la fuerza
normal, &, contra la deformacion, €, 0 modelos discretos, N-[|u|], como se muestra en la Figura 8; ademas
se requiere de modelos constitutivos continuos con variables de la fuerza cortante, V, contra la deformacion
por cortante, ¥, o modelos discretos, V-[|w|], como se muestra en la Figura 9; y se requiere de modelos
constitutivos continuos con variables del momento, M, contra la curvatura, x, o modelos discretos, M-[|0]],
como se muestra en la Figura 10.

NG N ()
N | Ny
F - ’Ali i i Knx
- T(I-d)EA,
/.- = |
A ! 8 ~
a) Eu b) [l ]

Figura 8 Comportamiento constitutivo fuerza normal contra: a) deformacion axial y b) salto
desplazamiento axial.
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Figura 9 Comportamiento constitutivo cortante contra: a) deformacion por cortante y b) salto
desplazamiento transversal.
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Figura 10 Comportamiento constitutivo momento contra: a) curvatura y b) salto rotacion.

Los elementos viga-columna con discontinuidades interiores desarrollados en la seccion 2.4, asi como
los modelos constitutivos descritos en esta seccion, se implantaron en FEAP, acronimo de su nombre en el
idioma Inglés, Finite Element Analysis Program, el cual fue desarrollado por Taylor (2008).

4 EJEMPLOS NUMERICOS

4.1 Viga delgada en voladizo
4.1.1  Sujeta a momento

En este ejemplo, la viga en voladizo que se muestra en la Figura 11a se somete a un momento, M,
incremental en el extremo libre. La viga tiene una seccion transversal simplemente reforzada como se
muestra en la Figura 12a, que en la parte inferior tiene 4 barras longitudinales de acero del ntimero 4. Las
propiedades mecanicas del concreto son: modulo de Young E.=37.272 GPa y esfuerzo a compresion del
concreto f°.=38 MPa. El acero de refuerzo tiene las propiedades mecanicas siguientes: modulo de Young
E;=200 GPay esfuerzo de fluencia f,=400 MPa.
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a) b) C)
Figura 11 Geometria y aplicacion de fuerzas (adaptada de Jukic ef al. 2013).
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Figura 12 Secciones transversales de vigas: a) simplemente reforzada, b) doblemente reforzada con
barras del nimero 4 y ¢) doblemente reforzada con barras del numero 5.

La viga se discretizo con diez elementos viga-columna delgada y once nodos, como se muestra en la
Figura 13, por lo que cada elemento tiene una longitud de veinticinco centimetros. La seccion transversal
de la viga, mostrada en la Figura 12a, tiene un comportamiento constitutivo continuo del M contra la «;
como se muestra en la Figura 14a, y un comportamiento discreto del M contra el [|0]], como se muestra en
la Figura 14b.

2 Q® @ O © QO ® © » O
D 2B B B 3 6 O B @B D

Figura 13 Discretizacion con elementos finitos de viga.
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Figura 14 Comportamientos constitutivos: a) M-k y b) M-6.

Para la solucion de este problema, se aplicé gradualmente la rotacion, 0, en el extremo derecho de la
viga, donde M se calculd como la reaccion en ese apoyo. Debido a que M es constante a lo largo de la viga,
todos los elementos desarrollan una articulacion simultineamente como se muestra en la Figura 15, por lo
que la curva M contra [|0]] es idéntica en todos los elementos con los que se discretizé el modelo numérico,
como la que se muestra en la Figura 14b. La curva del M contra la 0, impuesta en el extremo derecho, se
muestra en la Figura 16, la cual es congruente con la obtenida por Jukic (2013), quién realizd el mismo
ejemplo utilizando elementos vigas de Euler-Bernoulli con discontinuidades. El area bajo la curva M-[|6|]
en la Figura 14b es de 2.58 kN-M, la cual corresponde a la energia disipada durante la formacién completa
de una articulacion, por lo que en la formacion de las diez articulaciones se disipa una energia de 25.8 kN-
M. Por otra parte, el trabajo externo que se proporciona a la viga corresponde al area bajo la curva M-0 de
la Figura 16, que aproximadamente es de 25.8 kN-M, lo que garantiza que el trabajo inducido a una
estructura se disipa adecuadamente como la energia necesaria para generar discontinuidades, articulaciones,
dentro de ella.

Articulacion

L4 @ L @ & & @ ®—

Figura 15 Formacion de articulaciones.

300

em—\/iga-columna

N\ =« =Jukic (2013)

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.02 004 006 008 0.1 012 0.14 0.16

0 (rad)

Figura 16 Curva de M-6 en el extremo derecho.

4.1.2  Sujeta a momento y fuerza axial

En este ejemplo, a la viga en voladizo mostrada en la Figura 11b se le aplico primeramente una carga
axial en compresion de N.= /00 kN y, posteriormente, se impuso gradualmente M en el extremo de la viga
como se que se muestra en la Figura 11b. Al igual que el ejemplo anterior, el modelo se discretizé con 10
elementos finitos, como se muestra en la Figura 15, y la seccion transversal de la viga es la que se muestra
en la Figura 12a. Sin embargo, la fuerza normal modifica el comportamiento constitutivo continuo del M
contra la x;, pues incrementa la capacidad de momento de la seccion y se reduce la capacidad de la rotacion,
como se muestra en Figura 17a. El comportamiento constitutivo discreto, M-[|6|], de la seccion se muestra
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en la Figura 17b. Por otra parte, el comportamiento constitutivo continuo, N-g, se muestra en la Figura 18a
y el discreto, N-[|u|], se muestra en la Figura 18b.

500 Con fuerza axial b)
400 | — = -Sin fuerza axial 300 Con fuerza axial
— = -Sin fuerza axial
g 300 |
% ;= R
~ /
= 200 N
1 N\
Y
100 Hf! ~
A Y
N\
Y
0 1 1 1 1 AN
0.00 001 002 003 004 005
a) x (rad/m) 0.00 0.05 0.10 0.15
(6] (rad)
Figura 17 Comportamientos constitutivos: a) M-k y b) M-6.
5000 5000
4000 4000
'5: 3000 g 3000
Z 2000 | Z. 2000
1000 1000
0 . . . . 0 . . s
0 0001 0.002 0.003 0.004 0.005 0  0.0002 0.0004 0.0006 0.0008
a) € (mm/mm) b) [Ju[] (m)

Figura 18 Comportamientos constitutivos: a) N-g¢ y b) N-[|u].

Al aplicar gradualmente la 6 en el extremo derecho de la viga, se obtiene la curva de M-0, que se
compara con la curva obtenida por Jukic (2013), como se muestran en la Figura 19, donde se observa que
ambas curvas son congruentes hasta una rotacion de 0.57 rad; sin embargo, para rotaciones mayores, se
presentan diferencias que se atribuyen a los modelos constitutivos distintos utilizados en las respectivas
soluciones. El area bajo la curva M-[|0]] con fuerza normal en la Figura 17 es de 26.723 kN m, la cual
corresponde a la energia disipada durante la formacion completa de una articulacidon. Por otra parte, el
trabajo inducido al sistema es de 26.723 kN m, que corresponde al area bajo la curva M-0 con fuerza normal
en la Figura 19, por lo que la viga disipa adecuadamente la energia mediante la formacion de articulaciones.
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Figura 19 Variacion M-6.

4.1.3 Sometida a carga vertical

La viga analizada en los ejemplos anteriores, se somete a una carga vertical, P, en el extremo, como
se muestra en la Figura 11c¢. Esta viga estd doblemente reforzada, pues ademas del acero de refuerzo inferior
se coloca un refuerzo en la parte superior de 4 barras de acero del ntimero 4, como se muestra en la Figura
12b. En este ejemplo, la viga se discretizé con uno y con diez elementos finitos. Los modelos constitutivos

continuo, M-k, y discreto, M-[|0|], se muestran respectivamente en la Figura 20, los cuales son distintos a
los de los ejemplos anteriores debido al incremento del acero de refuerzo. Por otra parte, en la Figura 21 se

muestran los respectivos comportamientos constitutivos, continuo N-¢ y discreto N-[|u]].
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Figura 20 Comportamientos constitutivos: a) M-k y b) M-[|0]].
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Figura 21 Comportamientos constitutivos: a) N- y b) N-[|u].
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Para la solucion de este problema se impuso gradualmente un desplazamiento vertical, v, en el
extremo libre, donde la carga aplicada corresponde la reaccion vertical, P, del apoyo. En este caso se formd
una articulacion en el extremo derecho de la viga, como se muestra en la Figura 22, donde la magnitud del
momento es mayor. En la Figura 23 se muestra la curva de P, en el extremo izquierdo de la viga, contra el
v en el extremo libre, la cual se compara con la obtenida por Jukic (2013), donde se observa que para el
elemento finito viga-columna desarrollado en este trabajo se obtiene la misma solucion al discretizar la viga
con uno o con diez elementos; sin embargo, la curva P-v obtenida por Jukic (2013) es dependiente del
numero de elementos. Al integrar la curva de la P contra el v en la Figura 23, se tienen un trabajo externo
de 8.68 kNm, que es igual a la energia que se obtiene de la curva del M contra el [|0]] en la Figura 20b, que
es la energia necesaria para desarrollar al articulacion mostrada en la Figura 22.

Articulacion

Figura 22 Formacion de articulacion.
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Figura 23 Curvas P-v.

4.2  Viga en voladizo con deformacion por cortante

En este ejemplo se analiza la misma viga en voladizo de los ejemplos anteriores, a la cual se le aplica
una carga en el extremo derecho como se muestra en la Figura 11c. La seccion transversal esta doblemente
armada con barras del nimero 5 y el refuerzo transversal consiste de estribos del nimero 3 separados a d/2,
donde d es la altura efectiva de la seccion, como se muestra en Figura 12c. Las propiedades mecanicas del
concreto son: modulo de Young E.= 40GPa, esfuerzo de méximo de compresion .= 44.9 MPa. Las
propiedades del acero de refuerzo para acero longitudinal y transversal son: modulo de Young E,= 200 GPa
y esfuerzo de fluencia f,= 400 MPa.

Los modelos constitutivos continuo M-x'y discreto M-[|6]|] se muestran respectivamente en la Figura
24ay b. Los modelos constitutivos continuo V-yy discreto V-[|w|] se muestran respectivamente en la Figura
25a y b. Este ejemplo se analiz6 utilizando las formulaciones de vigas-columnas gruesas y delgadas con
discontinuidades interiores desarrolladas respectivamente en las secciones 2.2 y 2.3. En el andlisis de este
ejemplo se impuso gradualmente v, en el extremo libre, calculando las reacciones de fuerza, P, en el extremo
libre y el momento, M, en el apoyo derecho.
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Figura 24 Comportamientos constitutivos: a) M-k y b) M-[|6]].
200 200
150 150
o~ ~
%00 | Z 100
N N
50 50
0 1 1 1 0 1 1 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008  0.001
a) y (rad) b [Iwl] (m)

Figura 25 Comportamientos constitutivos discretos: a) V-yy, b) V-[|w|].

La Figura 26 muestra las curvas P-v calculadas con elementos viga-columna gruesa y delgada, las
cuales se comparan con la calculada por Jukic (2013), en las que se observan diferencias entre estas
aproximaciones, las cuales se atribuyen a que los resultados reportados por Jukic (2013) dependen del
numero de elementos. Los resultados obtenidos con ambos elementos, gruesos y delgados, mantienen
relacion con el comportamiento constitutivo M-k, las diferencias se atribuyen a la energia por cortante
incluida en la formulacion de viga-columna gruesa. Ademas se observa que la curva P-v no alcanza la
magnitud del cortante ultimo, V,, lo cual evidencia que no se forma la discontinuidad por cortante. El area
bajo la curva M-[|0|] en la Figura 24 es de 10.98 kN m, la cual corresponde a la energia disipada durante la
formacion completa de una articulacion. Por otra parte, el trabajo inducido al sistema es de 8.91 kN m, que
corresponde al area bajo la curva P-v en la Figura 26. La diferencia entre la energia necesaria para desarrollar
la articulacion y el trabajo inducido a la viga se atribuye a que no se genera por completo la articulacion.
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Figura 26 Curva P-v.
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4.3 Marco de dos niveles

El marco de dos niveles mostrado en la Figura 27 a, tiene una longitud L=3.5 m y altura H=2.0 m.
Las columnas del marco se someten a compresion al aplicar las cargas verticales de 700 kN en los nodos 5
y 6, posteriormente se aplica una carga horizontal F en el nodo 5. El concreto tiene las propiedades
mecanicas siguientes: modulo de Young E.= 28.6 GPa y esfuerzo ultimo a compresion f.=30 MPa. Por
otra parte, el acero de refuerzo tiene como propiedades mecanicas: modulo de Young E,= 192.5 GPa 'y
esfuerzo de fluencia f,= 418 MPa. Las secciones transversales y acero de refuerzo de las vigas y columnas
tienen la misma 4area de concreto, 30 x 40 cm, y la misma 4rea de acero longitudinal 4,=11.36 cm’ en la
parte superior e inferior, pero con recubrimientos de 4 y 3 cm respectivamente, como se muestran en la
Figura 28. Con estas propiedades de las secciones transversales se determinaron los comportamientos
constitutivos continuo M-x'y discreto M-[|0]], que se muestran respectivamente en la Figura 29a y b. Los
modelos constitutivos continuo N-£y discreto N-[|u|] se muestran respectivamente en la Figura 30a y b.

700 kN 700 kN e
U—m —_—
5 6 ® ®
[} ®
H
[} ®
3 1 ® ® ®
[} ®
H [} ®
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1 2
- L |
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0.4 m

Columna

Figura 28 Secciones transversales.
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Figura 29 Comportamientos constitutivos: a) M-k y b) M-6.
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Figura 30 Comportamientos constitutivos: a) N-g y b) N-[|u[].

Las vigas y las columnas del marco se discretizaron con elementos viga-columna delgada como se
muestra en la Figura 27b. Es importante considerar que los elementos son capaces de capturar so6lo una
articulacion por elemento, por lo que este marco requiere al menos de dos elementos para discretizar las
vigas para capturar las dos articulaciones correspondientes. Para la solucion numérica del marco,
primeramente se aplicaron y se mantuvieron constantes las cargas verticales de 700 kN en los nodos 5y 6,
las cuales provocan fuerzas de compresion en las columnas. Posteriormente se impuso gradualmente un
desplazamiento horizontal hacia la derecha en el nodo 5, cuya reaccion corresponde a la magnitud de F. La
Figura 31 muestra la curva calculada F-u, la cual se compara con la solucion experimental reportada por
Vecchio y Emara (1992) y la solucion numérica reportada por Jukic (2013), quien utilizé elementos vigas
con discontinuidades en la rotacion. En la rama ascendente, el comportamiento de las tres curvas es
semejante; sin embargo, en la meseta existe una diferencia mayor entre la curva experimental y la obtenida
por Jukic (2013), que con la curva obtenida con el elemento viga-columna con discontinuidades desarrollada
en este trabajo.
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Figura 31 Curva F-u.

La secuencia de formacion de articulaciones se muestra en la Figura 32a, donde simultineamente
ocurren dos articulaciones en los extremos de la viga del primer nivel, posteriormente ocurren otras dos
articulaciones en los extremos de la viga del segundo nivel. Después ocurre una articulacion en la parte
inferior de la columna derecha y, finalmente, ocurre una articulacion en la parte inferior de la columna
izquierda. En la Figura 32b se muestra la variacion del momento contra el incremento de carga normalizado
de los puntos donde ocurri6 cada una de las articulaciones.
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Figura 32 Articulaciones: a) secuencia de ocurrencia y b) variacion del momento.

La Figura 33 muestra la variacion de las magnitudes de las reacciones verticales R; y R> de los apoyos,
donde se presentan las fuerzas axiales con mayor magnitud y donde se examind la ocurrencia del dafio por
momento flexionante y fuerza normal. Como se esperaba, los elementos mecanicos en las columnas no
presentaron fuerzas axiales en tension durante la accion de la carga F, debido a la accion constante de las
fuerzas a compresion aplicadas verticalmente en los nodos 5 y 6. También se observa que la magnitud de
fuerza a compresion maxima no excede la fuerza normal ultima de V,=5000 kN mostrada en la Figura 33b.
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Figura 33 Variacion de la magnitud las reacciones R; y R>.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se desarrolld un elemento viga-columna delgado, que tiene la capacidad de modelar
discontinuidades en la rotacion y en el desplazamiento axial y otro elemento grueso, que ademas es capaz
de modelar la discontinuidad del desplazamiento transversal. Estos elementos se validan con ejemplos de
aplicacion numérica que muestran la capacidad de estos elementos para modelar el proceso de falla en
estructuras. Una vez realizada la formulacion, implantacion y aplicacion de los elementos finitos viga-
columna se concluye lo siguiente:

o Las matrices de rigideces de los elementos finitos viga-columna con discontinuidades interiores son
simétricas, lo que reduce el tiempo de codmputo y evita posibles problemas de inestabilidad numérica
que pueden presentar otras aproximaciones.

o Los modelos constitutivos de dafio permiten modelar el comportamiento del elemento desde su
intervalo elastico, inicio y evolucion de las discontinuidades hasta el colapso total.

o Los elementos finitos viga-columna con discontinuidades interiores desarrollados no so6lo se aplican
a estructuras de concreto reforzado, pues para aplicarlos a otros materiales basta con modificar las
propiedades mecanicas de los modelos constitutivos.

o El elemento finito viga-columna delgado es capaz de modelar adecuadamente discontinuidades de
desplazamiento axial y rotacion, pero el elemento finito viga-columna grueso ademas puede modelar
el desplazamiento transversal.

o Se demostrd que el trabajo que se induce a una estructura se disipa adecuadamente mediante la
liberacion de energia en la formacion de articulaciones embebidas en los elementos viga-columna
desarrollados.

o La solucion obtenida con los elementos desarrollados son independientes de la malla, pues se

obtuvieron los mismos resultados con distintas discretizaciones. Sin embargo, es importante
considerar que los elementos son capaces de capturar s6lo una articulacion por elemento, por lo que
el ultimo ejemplo del marco requiere al menos de dos elementos para discretizar las vigas para
capturar las dos articulaciones correspondientes.
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o Estos elementos se utilizaran en trabajos futuros para obtener la curva de capacidad de marcos,
edificios y de otro tipo de estructuras como ttneles, los cuales se pueden modelar con elementos viga-
columna.
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